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1. Convolucién

1.1. Una funcién simple.

1, si —l<ax<l

Sea f(x) = {

0, en otro caso

(a). Céalculo de la convolucién de f consigo misma

Calculemos f * f. Por definicién de convolucién se tiene que

Fen@ = [ e+ [ 1@ i@+ [T - niw .

Teniendo en cuenta el enunciado f(y) = 0 para |y| > 1, podemos reescribir a (f * f)(z) y
sustitur v = x — y para simplificar la integral y considerar posibles casos para x,

en@=[ fa-viwa=[" rw.

i) x=0. 1
(f*f)(o):/_lf(u)du:z

Si z = 0 entonces (z — 1,2 + 1) = (—1, 1) pero si consideramos valores fuera de ese intervalo,

tales como x = % =3

y * = = vemos que obtenemos un valor dentro del intervalo (-1, 1),

0 Q)= [Tt en()- [}
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De manera més general, si consideramos valores fuera de (z — 1,z 4+ 1) tales que z — 1 < 1
y —1 < x + 1 obtenemos el intervalo —2 < = < 2 del cual podemos relacionar x — 1y = + 1
operando en ambos lados de la desigualdad y reescribir el intervalo como -3 <z —1<1y
-l<z+1<3.

Por otro lado, podemos establecer una relacién para los extremos del intervalo (—1,1)
cuando x =0y cuando (z — 1,z + 1) esdecirrz+1—(-1)=z+2y1—(z—1)=2—xz. Asi,
determinamos el calculo de f * f en funcién de los valores que puede tomar x,

0, si z ¢ (-2,2)
(fN@={z+2, s ze(-20
2 —x, si ze€(0,2)

(b). Ejemplo de convolucién y convergencia puntual

Sea f.(x) = e 1f(etx) y g(x) = 23 — . Calcule f. * g y verifique directamente que
fe* g — 2g cuando € — 0.

Por definicién, la convolucién entre f. * g es

(fexg)(x) = /:fe(y)g(x —y)dy + _tefe(y)g(x —y)dy + :fe(y)g(ar —y)dy.

Similar al inciso (a), en la tnica integral no nula se cumple que —e < y < €. Entonces,
—l<f<lyast f(¥)=1.

€

g =+ [ote - y)dy

€ J—e
1 T+e€
== / g(u) du (cambio de variable)
€ Jx—e
1 4 2 T+e€
= <1j1 — u2> (resolvemos la integral)
€ Tr—€

Li(z+e?t (z+e? (z—et (x—¢)? ) )
= - — — N

; 1 5 1 + 5 (binomio de Newton)
= 223 + 226® — 22 (e tiende a cero)

— 2(x3 — ) = 29(x)

2. Transformada de Fourier

2.1. Propiedad de la Transformada de Fourier

Sea f del ejercicio 1.1. Calcule f y ( f * f) Usando propiedades de la transformada de
Fourier verifique que (f * f) = (f)?

Utilizando la definicién de transformada de Fourier y siguiendo un procedimiento similar
al desarrollado en 3.(a), podemos deducir una expresiéon para f calculando la integral y
relacionando el resultado con la funcién trigonométrica del seno complejo.



) = /_ :eiﬁx F(z) do + / L€ () i+ /1 Ve () dur

_ / —iéx dr = —156_7'696 =1
(2

i§ _ —i€
_ z (e - ) _ zsin(f).

Recordando como se obtuvo (f * f)(z) en 1.1 analizando cada intervalo, f * f es distinta
de cero cuando |z| < 2. De esta forma, podemos reescribir la integral como la suma de tres
integrales. Note que las dos tltimas integrales se resuelven mediante integracién por partes.

r=—1

(f*fy= /0 e % (z +2) dz + /26"&“(2 — 1) dz

2
:/ Zf”ﬁ"’fndw—l—/ 2e T d:L'—I—/ 2" dx—/ e %%y dy
0
:/ 2e~ 15:”daz—/ *igxxdx—k/ e 8% do
-2

Simplificando la expresién anterior, obtenemos:

<1<— cos(26)) = = sin?(€) = (H)2(€).

(f # F)©) = e

&

2.2. Version modificada del Teorema de Inversion de Fourier

Suponga que g € L', [* g(x)dx =1y §e L'
(a). Ejemplo de convergencia puntual

Muestre que §(0§) — 1 cuando § — 0 para todo £ € R.

Sea hy(z) := e_%if”"g(x). Observe que |h,(z)] = |g(z)|. De esta forma, [ |hy(x)| =
o
[ lg(@) da < . .
Por lo que si tomamos hy,(z) := e~ 7%%g(x) con un = € R fijo y vemos que pasa cuando

n — 00 tenemos L
lim Ao (2) = lim e”n"*"g(z) = g(x).

n—oo
Si integramos en ambos lados de la igualdad y tenemos en cuenta las hipotesis del ejercicio,
podemos usar el Teorema de la Convergencia Dominada e intercambiar el limite con la integral.
Déandonos cuenta de que la integral descrita no es mas que la definiciéon de transformada de
Fourier con § = %,

o o8} 1.
/ g(z)dr = lim eiﬁz&cg(m) dx = JLII;OQ(&) =1

n—oo

Asi podemos concluir que §(6§) — 1 cuando 6 — 0.



(b). Otra forma de expresar el Teorema de Inversién de Fourier

Muestre que para cualquier funcién continua f € L'

li o [ €969 f(¢) d¢ = £(a), reR.

5—0 27

Usando la definicién de Transformada de Fourier para f &),

7/ e 5(56)F(¢) d¢ = /_O:Oeiéxg(éﬁ) [/_O:Oeigyf(y) dy] dc. )

Si verificamos que ambas integrales son absolutamente convergentes, podremos intercambiar
el orden de integracién. Como f € L', entonces [ _|f(y)| dy < oco. Por otra parte, realizando
la sustitucién v = §¢ concluimos que f wolg(u)] du < 00. En efecto,

/ / 1% 5(5€)e Y f(y)| dy dé = / / Dy
- Uoo 'f7<5f>|d€} [ / O:Olf(y)l dy] < o0.

Usando (1),

1 [©
z{xA i&(x—y) A _ = i1(z—y) ~
5 / 9006 f 27T/ fly / e 9(0€) d¢ dy 5/_006 s g(n) dn,

donde 1 = §¢ en el lado derecho de la igualdad anterior.

De acuerdo con el Teorema de Inversién de Fourier [1, Seccién 7.2], si f € L', entonces f
es continua y ademés f(z) = 5= [0 €€ f(£) d¢ para = € R.

Al usar apropiadamente la definicién de f(x) para g, definimos gs, (ver inciso (b) de la
subseccion 1.1) y simplificamos la expresion (1),

1 fo° . R 2r [(x —
5 /_Ooelg‘x’y)g(n) dn= =g ( 5 y) = 2mgs(z — ).

De esta forma, .
| i W —v)dy = (£ +.5)(z).

Finalmente,

lim (f + g5)(2) = /(@)
—0
2.3. Aplicacion del Teorema del Residuo

Use el Teorema del Residuo para mostrar que

a0 (o) ()

Por definicién de transformada de Fourier,

7| }(5)—/memd
zt+1 )t 41 -

4




Utilizar algin método comin de integracién parece ser una tarea complicada pero posible

. . . : : . . i€r .
si analizamos el integrando mediante variable compleja. Es ficil ver que g(z) = %ﬂ tiene
cuatro polos simples. Al tomar el contorno de integracién en el semiplano superior, son de

interés los dos polos que se encuentran alli.

%) e—iﬁm
= 2 )
/_OO por— dx = 2mi[Res(g, z1) + Res(g, z2)]

jups 3, . , . . .
Como z1 = e4'y z0 = e 4" son simples, una forma facil de calcular los residuos es mediante
limites.

e cos(% + z%) - isin(% + z%)

Res(g,=1) = Jim (2 — 1)

241 —2V2 4+ i2V/2
—igz  cos(—=% +i-%) —isin(—5 + i)
Res(g,z2) = lim (z — 22) c V2 V2 V2 V2

s 08 A1 22 +i2v/2

Tomando u = % yU= \%z para simplificar la suma de los residuos obtenemos,

/_O:O ;4f11 do = \%ew(cos(u) —sin(u)) = \7/1-56\55 (cos (é) — sin (é))

3. Aplicaciones

3.1. Caso general para la demostracion de la desigualdad de Heisenberg
Sea f una funcién el L?(R) y sea F(z) = e " f(z + a)

(a). Dispersién de f en el punto a

Muestre que A, f = AgF

I (@-a)2|f(@)2de
= 1 @)Pde

Por definicién A, f :=

AgF — ffogga:2|F(:U)|2dfc
J25 | F () [de

(definicién de dispersién aplicada a F')

J25lf (@ + a)Pde

_ 2 22| f(z + a)|?dz

(norma de la definiciéon de F')

) )2 2
= fw(flcio |;)(u|)ﬁ2(;2| du (sustitucion u = x + a, du = dx)

—0o0

= A.f
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